
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 حرم كلية العلوم –البرامكة 

 

Plus Library  

 

 الثالثةالسنة: 

 الثاني: الفصل

 الدكتور: نايف طلي



 

 0944879460/2151436 هـ:                (2)                          لخدمات كلية العلوم   «PLUS»مكتبة 

 
 

 

 

 عن الدوال ذات التغير المحدود بهذه المحاضرة بحل بعض التمارين نا قام

 تمارين:

𝒇(𝒙)بين مع الرسم أن الدالة  (1 = 𝒙 − 𝒙𝟐  𝟎]ذ.ت.م على, ∨ثم أوجد  [𝟏
𝟎

𝟓
𝒇. 

𝑓1(𝑥)نلاحظ أن الدالة  الحل: = 𝑥  حيث أن  [0,1]متزايدة على𝑓1
′(𝑥) = 1 > 0 

𝑓2(𝑥)نلاحظ أن الدالة  = 𝑥
𝑓1حيث أن  [0,1]متزايدة على  2

′(𝑥) = 2𝑥 > 𝑥حيث  0 ∈ [0,1] 

 .[0,1]فهي د.ت.م على  [0,1]تمثل فرق دالتين متزايدتين على  𝑓وبالتالي 

𝑓1(𝑥)طريقة ثانية: = 𝑥  فهي د.ت.م  [0,1]دالة متزايدة على المجال

ومربعها دالة تغير محدود وفرق دالتين تغير محدود دالة تغير محدود 

 د.ت.م 𝑓ومنه 

𝑓′(𝑥) = 1 − 2𝑥 ⇒ 𝑓′(𝑥) = 0 ⇒ 𝑥 =
1

2
 

 

∨
0

5
𝑓 =∨

0

1
2
𝑓 +∨

1
2

5
𝑓 = |𝑓 (

1

2
) − 𝑓(0)| + |𝑓(5) − 𝑓 (

1

2
)| 

      = |
1

4
− 0| + |−20 −

1

4
| =

41

2
< ∞ 

⇐𝑓  [0,5]د.ت.م على 

𝒇(𝒙)( بين أن الدالة 2 =
𝟏

(𝒙+𝟏)𝟐
∨ثم أوجد   ]∞,𝟐]لى ذ.ت.م ع 

𝟐

∞
𝒇. 

 الحل: 

𝑓′(𝑥) = −
2(𝑥 + 1)

(𝑥 + 1)4
= −

2

(𝑥 + 1)3
< 0 ; 𝑥 ∈ [2, +∞] 

 أما التغير الكلي: [∞,0]الدالة متناقصة فهي د.ت.م على  

∨
2

∞
𝑓 = lim

𝐴→∞
∨
2

𝐴
𝑓 = lim

𝐴→∞
|(𝑓(𝐴) − 𝑓(2)| = lim

𝐴→∞
|

1

(𝐴 + 1)2
−
1

9
| =

1

9
 

 

5 
1

2
    0 𝑥 

 - 0 +  𝑓′(𝑥) 

−20 ↘ 
1

4
  ↗ 0 𝑓(𝑥) 
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,𝟎]على  𝒇( أوجد التغير الكلي للدالة 3  المعرفة كما يلي: مع الرسم [𝟐

𝒇(𝒙) = {
  𝒙𝟐      ; 𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟏             
𝟓        ; 𝒙 = 𝟏                    

    𝒙 + 𝟑     ; 𝟏 < 𝒙 ≤ 𝟐                    
 

 

 للسهولة نكتب:

∨
0

2
𝑓 =∨

0

1
𝑓 +∨

1

2
𝑓 

∨
0

1
𝑓 = |𝑓(1) − 𝑓(0)| 

 [0,1]متزايدة على  𝑓لأن 

    = |5 − 0| = 5 

 

∨
1

2
𝑓 = sup

𝑃∈ℙ[1,2]
𝑉(𝑓, 𝑃) 

 نأخذ التجزئة:

𝑃 = {𝑥0 = 1 < 𝑥1 < 𝑥2 <. . … .< 𝑥(𝑛−1) < 𝑥𝑛 = 2} 

𝑉(𝑓, 𝑃) = |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0)| + |𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)| + ⋯+ |𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥𝑛−1)| 

               = |𝑥1 + 3 − 5| + |𝑥2 + 3 − 𝑥1 − 3| + ⋯+ |2 + 3 − 𝑥𝑛−1 − 3| 

               = 2 − 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥1 + 𝑥3 − 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛−1 − 𝑥𝑛−2 + 2 − 𝑥𝑛−1 

               = 2 − 2𝑥1 + 2 = 4 − 2𝑥1 

∨
1

2
𝑓 = sup

𝑃∈ℙ[1,2]
𝑉(𝑓, 𝑃) = sup

𝑃∈ℙ[1,2]
4 − 2𝑥1 = 2 

∨
0

2
𝑓 =∨

0

1
𝑓 +∨

1

2
𝑓 = 5 + 2 = 7 

 وظيفة:

,𝟎]على  𝒇أوجد التغير الكلي للدالة ( 1  المعرفة كما يلي: مع الرسم [𝟐

𝒇(𝒙) = {
  𝒙𝟐 + 𝟐   ; 𝟎 ≤ 𝒙 < 𝟐                 
𝟏𝟎      ; 𝒙 = 𝟐                    

    𝒙 − 𝟒     ; 𝟐 < 𝒙 ≤ 𝟒                    
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𝒇(𝒙)أثبت أن الدالة  (2 = [𝒙]  𝟑−]ذ.ت.م على, ∨مع الرسم واحسب:    [𝟑
−𝟑

𝟑
 𝒇 

 { 𝑥}أكبر عدد صحيح لا يتجاوز  𝑥تدعى بدالة الجزء الصحيح للعدد الحقيقي  [𝑥]الدالة  

𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1 ⇒ [𝑥] = 𝑛 

0 ≤ 𝑥 < 1 ⇒ [𝑥] = 0 

1 ≤ 𝑥 < 2 ⇒ [𝑥] = 1 

2 ≤ 𝑥 < 3 ⇒ [𝑥] = 2 

        𝑥 = 3 ⇒ [𝑥] = 3 

−1 ≤ 𝑥 < 0 ⇒ [𝑥] = −1 

−2 ≤ 𝑥 < −1 ⇒ [𝑥] = −2 

−3 ≤ 𝑥 < −2 ⇒ [𝑥] = −3  

[𝑥] =

{
  
 

  
 
−3   ; −3 ≤ 𝑥 < −2
−2   ; −2 ≤ 𝑥 < −1
−1   ; −1 ≤ 𝑥 < 0   
   0   ; 0 ≤ 𝑥 < 1       
   1   ; 1 ≤ 𝑥 < 2      
 2   ; 2 ≤ 𝑥 < 3     
   3   ; 𝑥 = 3               

 

𝒈(𝒙)أثبت أن الدالة  (3 = 𝒙 − [𝒙]  𝟎]ذ.ت.م على, ∨  مع الرسم واحسب: [𝟒
−𝟐

𝟐
𝒈 

 




